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R~sum6 
Soient E' et E" deux espaccs vectoriels complexes tic dimension linic. [F!!tant donqc !c:~ 
opdrateurs lin6aires A' sur E' ct A" sur E" sous leurs Ibrmes de Jordan respectives, nous 
montrons que 1'6tude de la tbrme de Jordan des opcratcurs .,! sur 17 :. E" dont Its 
matrices ont de ia lbrme 
,4' B 
A = 0 ,4" 
avec Bun opdrateur lindaire de E" dans E' peut-etre abordde ~t partir de la description des 
sous-espaces rbduisants minimaux contenant un sous-espace donnd. Comme application, 
nous donnons une nouvelle mdthode pout" la ddtermination explicite de la lorme de Jordan 
de A dans le cas oh A" est cyclique. © 1999 Elsevier Science Inc. All rights reserved. 
1. Introduction 
Le probl~me de Carlson [!] se formule de la manibre suivante: soient E' et E" 
deux espaces vectoriels de dimension finie sur le corps des complexes C Etant 
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donn6 les op6rateurs lin6aires A' sur E' et A" sur E" sous leurs formes de Jordan; 
respectives, donner toutes les formes de Jordan possibles des op6ratears A sur 
E' ~: E" tels que A' et A" soient induits par A, c'est-'~-dire l s op6rateurs ,4dont 
les matrices ont de la forme: 
A' B ] 
A= 0 A" ' (l) 
oh B est un opdrateur lindaire de E" dans E'. Par ddcomposition primaire, cette 
dtude se rambne au cas oh A' et A" sont nilpotents. 
Ce probl~me initid par Carlson [1] (d'oh son nom!) a fait l'objet directernent 
et indirectement de plusieurs dtudes. Nous citons entre autres. Rodman et 
Schaps [9], Johnson et Schreiner [%8], Johnson et al. [6]. Dans le prdsent ar- 
ticle, nous donnons une nouvelle approche au problbme de Carlson. Nous 
montrons que ce problbme qui revient '~ dtudier la forme de Jordan des ex- 
tensions d'opdrateurs iindaires en dimension finie, conduit au problbme de la 
description des sous-espaces rdduisants minimaux contenant un sous-espace 
invariant donnd. Par le biais de cette nouvelle approche, nous reprenons ie 
probl;eme de Carlson pour les extensions A d'un op6rateur lin6aire nilpotent A' 
sur E' par un op6rateur lin6aire nilpotent cyclique A" sur E" et nous en 
ramenons l'6tude ~l celle d'une classe d'extensions "'irr6ductibles", classe dont 
nous ddcrivons cxpliciteme::t !~: tbrme de Jordan. Nous retrouvons ainsi de 
manibre diffdrente la description faite pt:r Johnson et Schreiner dans [7] (cas 
"'one against manv" ) .  
2. Prdiminaires 
Soient E un espt~ce vectoriel stir C et 'J'(E) I'alg~bre des operateurs lin~aires 
sur E. Pour A E '-/'rE), nous d6signerons par Lat A le treillis des sous-espaces 
invariants pour A. St M C_ E, no,as noterons Vect(M) le plus petit sous-espace 
de E contenant Met  Vect..t(M) le plus petit sous-espace invariant pour A 
contenant M, Si x E E, Vectr(x) -- Vect(A'x' iE N). Dans ie cas oh 
I'op6rateur A est nilpotent, nous dirons que x E E est d'exposar, t k E N si k est 
le plus petit entier tel que ,4~x = 0. Lorsque A est nilpotent cyclique d'ordre 
k E N" (i.e. E = Vect~(x) et x d'exposant k), nous le noterons J(k). Nous 
noterons (E, .4j le C[,V]-module obtenu en posant .l:r =f (A)x  pour tout 
I 'E  ('[X] et tout x ~ E. 
Soient E' et E" deux espaces vectoriels ur CUne extension de A' E ~(E ' )  
lit 
par ,, E '.7'(E") est un op&ateur A E L/'(E) tel que le module (E,A) soit une 
extension du module (E'.A') par le module (E",A"). Ceci s'exprime aussi par 
I'existence d'une suite exacte courte" 
6- ,  (E'.A')-L.(E.A)~(E".A '') -+  O. (2) 
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On peut presenter E sous forme d'une somme directe E '+ E" d'espaces vec- 
toriels, ce qui perm.et d'utiliser une repr6sentation matricielle des op6rateurs de 
..~'(E). Pour qu'un op6rateur A E ~(E '  ,=, E") soft une extension de A' ~ <f(E') 
par A" E ~(E") ,  il faut et il suffit qu'il existe un op6rateur lin6aire B de E" dans 
E' tel que la matricc de A soit de la forme: 
[A' B ] 
Ainsi, le "probl~me de Carlson" revient fi 6tudier la forme de Jordan des ex- 
tensions d'op6rateurs lin6aires en dimension finie. 
Dans toute la suite E' et E" sont deux espaces vectoriels de dimension finie 
sur C et A E ~(E '  @ E") es: une extension de A' E ~'(E') par .4" E ~(E") .  De 
l'exactitude de (2) on_ d6duit facilement qu'un changement du suppl6mentaire 
de E' dans E = E' =~ E" laisse invariante la forme de Jordan de l'op6rateur A". 
Supposons que ,4' E W(E') et A" E ff)(E") sont nilpotents. Alors. quitte 
changer le suppl6mentaire de E' dans E = E',:i,E", on peut supposer que 
l'extension A v6rifie: 
E" • q = Oi~ t Vect ~,, (e~) avec ei d'exposant ni dans ~'c". A".) 
A se i = A""e/ pour 0 ~< s ~< n i - I et I <~ j ~ q. 
A"'e i E E" pour t.~j-<~q. 
(3) 
Ceci nous conduit au probl6me suivant: d&erminer un plus petit sous- 
espace r6duisant pour A' contcnant A"'e~ . . . . . .  ,1",,%. Eta effet, ia d6termination 
d'un tel sous-espace permet de restreindre 1'6tude de ia forme de Jordan de 
r extension A h celle d'une extension plus "petite". ct ce de la manibre 
suivante: 
Etant donn6 un sous-espace b" r6duisant pout A' minimal contenant 
Vect(A"~el,...,A",,eq), soit G'E LatA'  tel que E' -G '~z~F' .  Alors on a 
E' ® E" = G' ¢-3 (F' ~ E') avec G' et F' ~ E" invariants pour A. Ainsi. dans cette 
nouvelle d6compositioq, l'extension A s'6crit A = AIG' ~ AI(F' ,!, E") et on voit 
que l'&ude de la forme de Jordan de A se ram~ne a l'&ude de l'op6rateur 
T = AI(F' ® E") lequel est une extension de AIF' par .4" 
Remarque. Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur C.A ~ ~'~(E) et 
x i , . . .  ,Xq des vecteurs de E. 11 est facile de v6rifier que. pour la construction 
d'un sous-espace r6duisant pour A minimal contenant x~ . . . . .  xq, on peut se 
restreindre au cas oh ces vecteurs ong lin6airement ind6pendants. 
Conclusion: Le probl8me de Carlson se ram8ne "fi 1 6tude des extensions A de 
A' E ~(E'). nllp,.,e,," c,) ,,, par A" E ~'(E") v~rifiant les conditions (3) et telles que les 
vecteurs A", e~,.. . ,  A",eq soient lin6airement ind6pendants. 
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3. Forme de Jordan des extensions d'un op6rateur nilpotent par un op6rateur 
nilpotent cyclique 
Le thdor~me suivant est une transcription en langage d'opdrateurs lineaires 
d'un rdsultat sur les sous-groupes purs d'un groupe abdlien G qui contiennent 
un sous-groupe dor:,nd H (volt [3], Thdor~me 3 et [5], Lemme 65.4). 
Th6orbme I. Soient E un espace vectoriel de dimension.finie sur C,A E ~'(E) 
nilpotent, x E E. x ~ O. Alors il existe des sous-espaces rO&tisants pour A 
mhf fmaux contenant Vect.~(x). De ph~s, tout sous-espace F r&hdsant pour A 
minimal contemmt Vect.~ (x) est de ht forme F = ~,e i Vect..i (xi) acec xi d'exposant 
mi el m'ec h's conditions: 
~' {k~>k;>. . .>kt , ,  
A" --- Zdk 'x i  arec 
i I t i l l  - -  ]> • > DIp - -  kp .  
Comme application de ce thdor~me, nous avons le rdsultat suivant qui 
permet de restreindre l'&ude de la tbrme de Jordan des extensions d'op&ateurs 
nilpotents par un niipotent cyclique: 
"l'hdordme 2. Soient E' et E" ch,ux espace rectoHels ch, dimt, tc~'ion .finie sur C, 
A' C Y'(E') nilpotent. A" E ~/'(E") nilpotent c.vclique d'or¢h'e n et e un rrecteur 
gOnOrateur ch' (E".A").  Si A est une ¢\'tension ch' A' par A", ah)rs A r&(/ie i'une 
~h,s ~h,u.v propri(;tOs suirantes: 
(i) A = A' ,!,,l(n). ~,  
(ii) !! existc F', G' E Lat(A') tels que: 
E' = F' G', 
P 
F' = , i' Vecta (.I;) 
, I 
A = AI (;',;, T 
arec .1; d'¢qn~sant m,, 
oil Test  urn' extension ¢h' T' = A IF' par A" telh' que: 
YlVect,(.l;) = J (m, ) ,  
T 'e  = 4" 'e  lnmr  () <~ s ~" n - 1. 
T"e = q"e = 
l ) 
i I 
f kl > k2 > ' "  > kp, 
(I| '("C 
m l -It 't > • > m t, - kp .  
D6monstration. Quitte ~l changer ie suppldmentaire d  E' dans E = E' qi> E", on 
peut supposer que i'extension A vdrifie {3) avec q = I, c'est-fi-dire: 
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tt _ _  E - VectA,,(e), 
A'e = A"*e pour0<~s<~n- l ,  
A"e E E'. 
Dans ce cas, A" = J (n).  Si A"e = 0, alors A = A' • A" = A' OJ (n) .  Supposons 
que A"e ~ O. Alors d'apr~s le Th6or~me 1 il existe un sous-espace F'  r6duisant 
pour A' minimal contenant A"e et il existe f~ , f z , . . . , fp  dans E' tels que 
F'  = ®~___lVectA(f) avec les col~ditions: 
A"e=~A ~'f k~ > k2 >. . .  > , .,, avec 
i= l  t.~.~l - -  k ,  TM " ~'~ - -  .k/r, . . . . .  P 
off m; est l 'exposant de f .  
Soit G' E LatA' tel que E' = G' @ F'. Alors dans la nouvelle d6composition 
E' • E" = G' • (F' • E") I'extension A v6rifie A = A[G' • A[(F' ® E"). En pos- 
ant T = A[(F' • F"), on volt que Test une extension de T' = A[F' E ~#(F') par 
A" qui verifie les conditions requises. I-1 
Th~ori~me 3 ([7], Th6or~me 4). Soit A une extension de A' E ~(E ' )  niipotent par 
A" C Y)(E") niipotent o'clique d'ordre n, d#finie par." 
P 
E' = OVectA,(l;) et AlVect4,(ji) = J (m,) ,  
i~ l  
E" = Vect.,,,(e), 
/l'e = A'" e l~mr O ~ s <~ n - I, 
t, ~ kt > k, > . .  > kt,, 
A"e = ~]A~'.I; avec 
i I Im l  -k l  > "'" ~" my-  k l, . 
On a k,s propri6t~s uivantes lon a po.~ "t, ~"+ i ~ mr, + I = 0)." 
(i) Si n >1 kl la forme de &~rdan art, A est." 
J (n + ml - k,) + J (k l  + m2 - k2) 0 . . .  +J(kp_l +mp - kp) ~'~J(kp). 
(ii) S in  < kl et si tes t  I'entier tel que kt > n >f k,~l, la fi~rme de Jordan de A 
est: 
} {, } ~ (mi) OJ (n+m, , l -k i+ l ) f f~  + J (k im,+i - / t ' ,+ l )  • 
i:::l i : t+  I 
Demonstration. ti) Supposons n >/kl et consid6rons le vecteur el = A" ke - J i ,  
alors Ak'el = z.,i=zV't' Ak, rj,. En posant G-  Vect(e, . . . ,  4 "+'',-k~ le )  = VectA(e), 
Y' = ®i=2t' VecLr(f,), et F"= Vect(el, . . . .  Ak'- Iel) nous avons E 'OE"= 
G~3(F 'OF" )  et Get  F'~gF" sont invariants pour A. Ceci entraine 
A = AIG' ® A[(F' q3 F") avec AIG' = J(n + ml --kl)  ct AI(F • F") une exten- 
sion de A! F' par un op6rateur nilpotent cyclique d 'ordre /q  d6fini sur F". De 
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plus AI(F' @ F") v6rifie des conditions du m6me type que celles que v6rifie A, ce 
qui permet de lui appliquer la rn6me d6marche que pr6c6demment. Ainsi, de 
proche en proche, nous arrivons h la forme de Jordan attendue. 
(ii) Supposons n < k~. Dans ce cas, on consid~re le vecteur g~ = e - A~'-"ft 
et on pose E'( = Vect (g l , . . . ,A" - ig l )  et F~ =El3~P=EVeCtA,(f). Alors on a 
E' @ E' = VeCtA,,(f~) @ (F( @ E'() et F( @ E'( est invariant pour A, ce qui donne: 
A -- AlVect.¥(f~) • AI(F~ q3 E'[) = J (m,  ) G AI(F~ E3 E'[). 
On passe ensuite h AI(F( G E'() et ainsi de suite. A l'dtape t, on obtient: 
E' E3 E" = [VectA,(fi) @-.. ® Vect¥(f,)] ® (F,' ® El'), 
avec F /= @P:,+IVectA,(J]). Par suite, on a A = {@ti:td(m,)} • AI(F/® E;'). De 
plus l'op6rateur AI(F,' G E~) v6rifie les hypotheses du cas (i), ce qui permet 
d'obtenir la forme de Jordan annonc6e pour A. I-q 
Corollaire 4 ([1 ]). Les hypotheses ont ies mbmes que dans le Th~orbme 3 et on 
suppose que rl >I r2 >t . . .  >i rp+l sont les ordres des composantes cycliques de la 
forme de Jordan de A. A l ors 
rt,+ i <~ n ~ ,';, 
ri+t <~ mi <~ r, pour i = 1 . . . .  , p, 
et 
p, ! !' 
Z " ='l+~'~m'" 
Remarque. Les rdsultats du pr6sem article constituent une partie de ia th~se de 
doctorat du second auteur [4]. Cette th~se contient une d6monstration du 
Theor6me l en langage d'operateurs lin6aires. 
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